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POCHES DE TOURBILLON VISQUEUSES 
Par Rapha&l DANCHIN 
RI%I!M~. - Nous Ctudions ici la limite non visqueuse des solutions de l’equation de Navier-Stokes incompressible 
en dimension deux avec des donnees initiales a regularite stratifite gtneralisant la structure de poche de tourbillon. 
A l’aide d’estimations a priori uniformes sur les equations de transport-diffusion, on obtient une borne independante 
de la viscosite pour la norme lipschitzienne de la vitesse. Ceci permet de prouver un resultat de convergence forte 
pour la gtometrie stratifiee (et done pour les poches de tourbillon) lorsque la viscositt tend vers 0. 
ABSTRACT. - Here we investigate the inviscid limit for two dimensional incompressible Navier-Stokes equations 
when the initial data have striated vorticity (smooth vortex patches for instance). Using uniform estimates for 
transport-diffusion equations yields independant of the viscosity estimates for the lipschitzian norm of the velocity 
ticld. This entails a result of strong convergence for solutions with striated vorticity (thus for vortex patches) 
when viscosity tends to 0. 
Introduction 
Dans les pages qui suivent, nous Ctudions la stabilite du probleme des poches de tourbillon 
pour un fluide incompressible visqueux dans le plan. Plus concretement, considerons le 
systeme incompressible de Navier-Stokes 
(NS”) 
i 
dtv, + v, ’ vu, - VAV” = -vpv, 
div ‘0, = 0, 
v,(O) = VO, 
ou v est une constante strictement positive et vu, un champ de vecteurs sur R2 dependant 
du temps. 
On sait que, pour s > 1 + 2/p, il suffit de supposer que v” appartient a l’espace de 
Lebesgue Q(Iw’) pour avoir existence et unicite d’une solution dans Lgc(R+; L{) (voir par 
exemple [KP]). Au champ vV, on associe le scalaire w, = drvz - E&v:, appele tourbillon. 
On va chercher a resoudre (NS,) avec des donnees initiales peu regulieres : on supposera 
simplement que le tourbillon est borne et qu’il est << plus regulier que prevu >> dans 
certaines directions. Ces hypotheses de regular36 conormale contiennent le cas des poches 
de tourbillon a front&e regulibre (w, fonction caracteristique d’un ouvert borne a frontiere 
(;r’+‘) et ont 6% introduites par J.-Y. Chemin dans le cadre non visqueux. Dam [Ch2], il 
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est montre qu’avec de telles donnees initiales, le systeme d’Euler incompressible 
w 
a,v + v. 01~ = -VP, 
div v = 0, 
I+=0 = VO, 
admet une unique solution dans Lzc(W; Lip(R2)), Lip designant les fonctions bomees et 
lipschitziennes. De plus, si I,!I designe le flot de v, c’est-a-dire la solution de 
il est prouve que la structure geometrique initiale est transportee par II, sans perte de 
regularite. En particulier, en utilisant la conservation du tourbillon le long des lignes de 
flot, J.-Y. Chemin Ctablit qu’une poche de tourbilion a front&e Cl+’ reste une poche 
de tourbillon a front&-e C1+E pour tout temps (v&r Cgalement la note [S] de P. Serfati 
qui utilise une autre m&ode). 
Dans cet article, on va montrer des resultats analogues pour (NS,), uniformes en I/. 
l?videmment, la presence du terme visqueux a un effet r6gularisant et on ne peut plus 
esperer qu’une poche de tourbillon demeure une poche de tourbillon pour tout temps. 
Le tourbillon n’est pas conserve le long des lignes de flot mais il verifie l’equation de 
transport-diffusion suivante : 
Ceci suffira pour montrer que, si $t,v est le flot de vuv a l’instant t, le tourbillon decroit 
exponentiellement hors de F,,, = T+& (Supp(wO)) et qu’il tend 21 $tre Cgal a 1 a l’interieur 
de ce domaine. Plus precidment, on aura : 
THI?O&ME 0.1. - Soit v > 0 et vu we solution de (NS,) appurtenant h Lgc(R+; Lip( R2)), 
dont le tourbillon initial w” est dans L2. Soit &, son Jot et F,,, = &,,(Supp(w”)). 
Posons (F,,,): = {cc E R2, d(z, F,,,) > h}, (F&)h = {z E F,,,, d(x,aF,,,) > h} et 
Vv(t) = .Ib” I(Bv,(s)JI,, ds. Alors on a pour tous t > O> h > 0, 
Ilwv Ml < & exp(--4\,(t)) L2 ((Ft.,,);) - llWOllL~~ 
Dans le cas air w” est la fonction caracte’ristique d’un domaine borne’ Fo, on a de plus : 
Ilwv(t) - IF,,” II L2((F;,y),) I 211w"/ji,min(l~c(~)1'2e 2V,(t),-~exP(-4V,(t)) 
> 
: 
od C est une constante universelle. 
On demontre par ailleurs une estimation de V,(t) independante de v ainsi qu’un resultat 
de convergence forte des solutions v, de (NS,) vers la solution v de (E) avec meme 
donnee initiale en un sens qui preserve la regularite conormale (c’est l’objet du Theoreme 
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1.2). Dans le cas particulier oti la donnCe initiale est une poche de tourbillon, on a le 
thkorkme suivant : 
THI~OR~ME 0.2. - Soit R”, un ouvert borne’ de R2 dont la front&e est une cow-be simple 
de classe CISE (E ~]0,1[). S oi vu0 le champ iz divergence nulle et de tourbillon wg = 100, t 
don& par la loi de Biot-Savart : 
v”(x) = $ 
s 
(x - Y)’ 
R2 lx _ yy12 wow 4. 
Alors, pour tout v > 0, (NS,) (resp. (E)) admet une unique solution v, (resp. v) dans 
LEc(R+; Lip(R2>), avec don&e initiale v” et il existe une constante C ne de!pendant que 
de R”, telle que 
trt E Iw+, supJpvv(qlI~m F ceCt et IIVv(t)llLm I CeCt. 
v>o 
Soit fltt,+ (resp. R,), le domaine transport& de R” par le jot de v, (resp. v) d l’instant 
t. Alors, dRt est une courbe simple de classe CT”+’ et, pour tout E’ ~10, t-[, d& est une 
courbe simple de classe C1+E’. De plus, si y” est une parame’trisation re’gulitre de da0 et 
si l’on pose r”(t) = $t,V(yo) et y(t) = &(r”), on a : 
(i) yV E LEG (R+; fl,&T+” (9, W”)) et y E Lrc(R+; C1+E(S1, R”)), 
69 x(t) (rev. y(t)) t es une parame’trisation r.4gulikre de dRt,” (resp. Xl,), 
(iii) yV tend vers y dans Lrc(Ws; &r<,C1+E’(S1, W”)) lorsque v tend vers 0. 
Ceci prkise un thCor&me de J.-Y. Chemin [Ch3] qui prouve la convergence L2 en supposant 
essentiellement que le tourbillon appartient g L” n L2 et une Ctude de P. Constantin et 
J. Wu [CW], faite dans le cadre des poches de tourbillon non gCnCralisCes. 
A l’aide du thCor&me 0.1, on en dCduit facilement : 
COROLLAIRE 0.1. - Soit 0’ un ouvert borne’ de R2 dont la front&e est une courbe de 
classe C1+e (E E]O, l[). II existe une constante C ne d&pendant que de R” telle que, avec 
des notations e’videntes, on ait Vu > 0, ‘d’t > 0, Vh > 0: 
Ilw”(aI hz- exp 0 ((n,,,);) 5 e-4ut ( 
-4(eC” 
4 11W011L2’ 
IIwv(t) - IO,,, llL2 (co; “,,) 5 21/w”(IL2 min 
112 
1, C@&e2(eC’-l)e-& exp(-4(ecL-l)) > 
. 
L’article est organi& de la man&e suivante : 
Dans la premibre partie,,nous dkmontrons le r&.ultat de dkcroissance exponentielle puis 
nous Cnonqons un thCor&me de convergence pour les poches de tourbillon gCnCralisCes. 
Nous montrons qu’il entraine facilement le ThCorkme 0.2. 
Dans la deuxikme partie, nous dkfinissons notre outil de base, la dkcomposition de 
Littlewood-Paley. Nous rappelons kgalement quelques lemmes relatifs aux espaces de 
Besov et au paraproduit. 
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Dans la troisieme partie, nous prouvons une estimation de la norme uniforme du gradient 
de la vitesse independante de la viscosite, puis le theoreme de convergence enonce dans 
la premiere partie. 
La quatrieme partie est consacree a l’etude des equations de transport-diffusion. Nous 
demontrons au passage une variante du lemme de Poincare, qui permet de minorer /( VU~ )I LL 
a l’aide de llr~pI(~~ pour 2) E N*, lorsque 7~ est reelle et que sa transformee de Fourier a 
un support pas trop gros et suffisamment loin de l’origine. 
Enfin, dans la derniere partie, nous demontrons un lemme de commutation qui a CtC 
utilise dans la troisieme partie. 
On adoptera systematiquement la convention d’Einstein pour la sommation sur les indices 
2, j et k. Dans tout l’article, d designera un entier strictement positif. 
1. DCmonstration des rbsultats principaux 
1.1. Un r&&at de dkcroissance exponentielle 
Dans cette partie, on montre le Theorbme 0.1. 11 resulte en fait d’une propriete des 
equations paraboliques valable en dimension d quelconque, totalement independante du 
fait que 71, soit solution de (NS,,). On va demontrer le thboreme suivant : 
TH~OR~ME 1.1. - Soit v > 0 et ?I un champ de vecteurs dkpendant du temps, appartenant 
2 Lgc(Rf; Lip(Rd)) et d divergence n&e. On suppose que a v.4ije 
CT”) C 
(a+ + ‘II. V - vA)a = 0, 
q=o = a(). 
avec a0 E L2(Wd). 
Soit $ le jot de 71 et Ft = &(Supp(ao)). Posons (Ft)i = {x E R2, d(:c, F,) > h}, 
(F;‘),, = {x E F,, d(z,dF,) > h} et V(t) = %hf I(V71(s)(l,, ds. Alors on a pour tous 
t > 0, hz > 0, 
(1.1) < ,-g =&-4l'(t)) I14~)lIL’((F,);) - ’ II~dL~~ 
Dans le cas 03 a0 est la fonction caracte’ristique d’un domaine borne’ Fo, on a de plus : 
112 
(1.2) lb(t) - ldLL((F:),) 5 wa,~ min 17 c $ (0 
,2V(t),-& exp(-4t~(t)) 
> 
> 
o& C est une constante universelle. 
Dkmonstration. - Par une m&ode d’energie classique, on trouve 
(1.3) v’t E DB+: lla(t&z 5 II~JOIIL’. 
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La demonstration des estimations (1 .I) et (1.2) repose Cgalement sur une methode 
d’energie. Soit a, une application de C” (R x Rd). Supposons dans un premier temps 
que v E L~~(lR+; (s(@))“) et a E L~JR+;S(Rd)). D’apres (T,), au verifie 
(1.4 (& + ‘11. V - vA)((aa) = a(& + 2,. V)@ - vaA@ - 2uV@. Va. 
Pour simplifier le second membre, il est judicieux de choisir une application @ constante le 
long des lignes de flot, c’est-a-dire, telle que @(t, $(t, XT)) = @0(z), en remarquant que $ 
est C”. Supposons de plus que + est constante hors d’un compact qui depend du temps. 
Dans ces conditions, @u(t) est dam H1. En prenant le produit scalaire de (1.4) avec &z(t) 
au sens L2 et en se souvenant que divv = 0, on trouve 
En integrant par parties, on obtient 
( 1.5) ;; (lleLll”L2) + vllV(@u)Il;:! = ~ll~vq;2. 
Pour demontrer (l.l), prenons Cp de la forme Q(t, z) = cxp 4(t, z) avec 4(t, XT) = 
fW’(G4) et f constante hors d’un compact. D’aprbs (1.5), il vient 
Une majoration gross&e donne 
Le lemme de Gronwall montre finalement que 
Pour continuer, supposons a0 a support compact et posons F. = Supp (Lo. On prend alors 
1’ = a min{R, d(z, Fo)} avec R > 0 et Q > 0. Comme f n’est que lipschitzienne, 
il convient, pour pouvoir utiliser (1.6), de la regulariser par convolution avec des 
approximations de l’identite. 11 est clair que (1.6) est stable par passage a la limite et 
w IIYfllLffi 5 a. 
Comme $-‘(t,z) = 2 - Jia(s,~J-‘(s,z))d s, en derivant et en appliquant le lemme 
de Gronwall. on a : 
I/V$~ljILm < evct) avec V(t) = 
J’ 
t IIV~~(s)IIL, ds. 
0 
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On en deduit finalement 
Done, si 0 < 77 5 R, il vient : 
Maintenant, il ne reste plus qu’a remarquer que, si Ft = ?l/,(F,) et h > 0, alors 
(1.8) (Fd”, c v~((Fo)&,~,) avec WA) = l,v+hll 
t L- 
On a Cgalement llV$tllL- 5 c.16’ “vJa(S)“r,~ ” . Reprenons l’inegalite (1.7) avec q = 6(t, h). 
En tenant compte de (1.8), il vient pour tout couple (h, t) tel que 6(t: h) 5 R, 
En faisant tendre R vers l’infini, on voit que cette inegalite est vraie pour tout couple (h, t) 
de reels strictement positifs. 11 suffit alors de prendre Q = 
he-s”(t) 
2ut 
pour obtenir (1.1). 
Lorsque a et 21 verifient seulement les hypotheses du Theo&me 1.1, mais que aa est 
encore a support compact, on montre facilement que l’inegalite (1.1) demeure. 11 suffit de 
regulariser a0 et u puis de passer a la limite pour le voir. 
11 reste a traiter le cas oh le support de a0 n’est pas compact. Pour cela, on commence 
par tronquer a0 en posant ~0,~ = 1 B(O,n)aO. Notons a, la solution de (T,) correspondante. 
L’inCgalitC d’energie montre que a, tend vers a dans L2, uniformement en temps. Comme 
par ailleurs url vCrifie (1.1) et Iluo,nllLz 5 lluallL2, un passage a la limite donne encore (1.1). 
Pour demontrer (1.2), commen$ons par remarquer que 1~~ est la solution de : 
CT) C 
(at + 21’ V)u = 0, 
U’t=o = lFO. 
Posons w(t,x) = u(t,z) - lF,(z) et (a(tTx) = @a($,‘(~)) avec @a E .C,“(Fo). On 
obtient alors 
(1.9) (4 + u. V - uA)(@w) = -vwV<f, - 2vVcP. VW. 
En procedant comme pour demontrer (1..5), on trouve 
(1.10) ;~(lltz&) + vllv(Qiw)ll;* = ~llw~ql22. 
Soit ho > 0 et x E C,“(F,) valant 1 sur ( F;)ho. On peut de plus supposer que 
IIVxllr,- 5 Ch;’ ou C est une constante universelle. 
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On choisit alors @a = xe f. D’apres (l.lO), on a done : 
if (ll@wll&, I ~(ll~wlI,~llVfll,~~JV1lI;‘~~L~ + /[wx 0 mqJ2> 
I 24pv iI;- (IP42L2 IlWll”L~ + 11bJ O ~WX112,2). 
En utilisant divv = 0 et (1.3), on montre que llw 0 $llL2 5 2lja0ll~~. En remarquant que 
le support de Vx est inclus dans Fo\(&)~, et en faisant tendre f vers fa(x) = ad(z, Fg), 
on trouve 
(1.11) $ (llWl2L4 < I/~?~(~)(~cI?~~~w~~~~ + Ch;‘eacuho lla0112,~). - 
Le lemme de Gronwall applique a (1 .ll) donne 
En remplaCant Ft par Ft dans (1.8), on trouve pour ha < hepvct), 
(1.12) 
En choisissant ho = ___ 
2 
et (y = he-3v(t) 
8ut 
dans (1.12), on obtient 
(1.13) 
Pour conclure, il suffit de remarquer que, v’z E R+, e-+(ez12 - 1) 5 e-“12x/2. 0 
1.2. Autour des espaces de Besov 
Avant d’enoncer les resultats obtenus dans toute leur generalite, signalons que, pour 
des raisons qui apparaitront clairement dans les sections 3 et 4 (voir les remarques 3.1 et 
4.2) les espaces de Holder ne semblent pas bien adapt& a notre probleme lorsque v > 0. 
C’est pourquoi nous utiliserons plutot des espaces fonctionnels apparent& a des espaces 
de Besov a deux indices. 
Les espaces de Besov peuvent Ctre definis par exemple a partir d’une notion de meilleure 
approximation (voir [MI) : 
DI~FINITION 1.1. - Pour a E [l, +oo] et m E N, on note Lg(l@) Z’espace des distributions 
de S’(Rd) dont les d&iv&es d’ordre 0 b m sont dans L”. 
Soit r > 0 et m, le plus petit entier strictement supe’rieur h r. Alors B;( Wd) est l’ensemble 
des distributions u E S’(Rd) telles qu’il existe une suite (uj)jE~ d’&Zments de L&(Wd) et 
une constante K, ve’rijiant pour tout j E N, 
6) IIVmujllL, 5 K2j(“-‘), 
(ii) IIuj - u(lt, 5 K2-j’. 
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On pose alors 
L’espace (&(W, II . 11~:) est un Banach. Dans le cas particulier ou CL = w, on note 
C’ d2f B; et on pose ]]u]], dsf /]u]]B~ . L’espace C’ coincide avec I’espace de Holder 
usuel lorsque T est positif non entier.=Si T E N, on preferera le noter Cl pour Cviter 
les confusions avec l’espace des applications T fois continument differentiables. On peut 
simplement dire que Lip, it Ci oh Lip, designe l’espace des distributions u bornees 
telles que d”u soit bornee pour lo] < T. 
REMARQUE 1.1. - On a le resultat classique d’interpolation suivant : 
vu E BpP) n B(pq, ‘do E [O, I], IIullg~“+(‘-Dw I IJuI(B:611UllB’1-R. 
REMARQUE 1.2. - On verra dans la deuxieme partie que la definition des BL peut Ctre 
&endue a tout reel T. On dispose par ailleurs de resultats d’inclusion dans les espaces de 
Besov, qui permettent de se ramener au cadre plus familier des espaces de Holder : si 
T-ql-+) 
1 5 a 5 b 5 00, B,’ est continftment inclus dans B, a , en particulier, BL c--t C-2. 
Le resultat suivant est un peu moins classique, il donne une sorte de reciproque. 
LEMME 1.1. - Si on suppose que u E C” (r > 0) est ti support compact, alors u 
appartient ci tous les BL avec u E [ 1, +oo]. 
DLmonstration. - Donnons-nous une suite (uj)jE~ verifiant (i) et (ii). Grace a (ii), cette 
suite est bornee dans L”. Done, par un resultat d’interpolation classique et par (i), on a 
(1.14) (0 5 l/II < m) =+ Jp%Lj)l,, 5 K23(““4% 
Soit + E CT valant 1 pres du support de u. Posons vj = kj. Alors, la relation (1.14) et 
la formule de Leibniz assurent que vj verifie aussi (i) et (ii). Ses elements Ctant supportes 
dans un compact fixe, on a 
llu - ?illfP 5 Clb - 9llp et I(V7’2vjl(Lu I CIIV”vjII,, 
d’oti le resultat. 0 
Le lemme suivant montre que les fonctions suffisamment regulibres operent a droite et 
a gauche dans les espaces de Besov. 
LEMME 1.2. - Soit s > 0, m un entier strictement supe’rieur ci s, a E [l, +co] et u E Bi. 
Soit F E Lip, telle que F(0) = 0. Alors F o u E Bi. Si $ E Lip, est inversible et si le 
jacobien de 4-l est bornk, alors u o 4 E Bz. En particulier, si s ~10, l[, alors on a 
Dkmonstration. - 11 suffit de revenir a la definition des espaces de Besov. On se donne 
une suite (uj)jEN telle que (i) et (ii). Des calculs Clementaires prouvent que la suite 
(J’(uj))j~~ (rev. (u~($))~EN) verifie les criteres (i) et (~3) pour F(u) (resp. u(+)). 0 
TOME 76 - 1997 - No 7 
POCHES DE TOURBILLON VISQUEUSES 617 
On va maintenant definir des espaces de Besov non isotropes, a partir de champs de 
vecteurs peu reguliers. Une approche analogue a deja CtC faite dans [A] et dans [Chl] 
pour les espaces de Holder et de Sobolev. 
DEFINITION 1.2. - Soit X un champ de vecteurs. On d@init formellement l’action de X 
sur u par X(x, D)u = &(X”u) - udiv X. 
Dans la suite, on considerera des champs a coefficients et a divergence dans B,‘. On 
note alors 
DEFINITION 1.3. - Soit a ~12, w[ et s E]~/u, I[. On dira qu’une famille X = (XX)~EdI 
de champs de vecteurs est (s, a)-substantielle si et seulement si les X,J sont a coeficients, 
a divergence duns B:(W) et 
On note alors B:(X), l’espace des distributions u, borne’es sur R2 telles que VJX E 
A. Xx(x, 0)~ E Bl-l(W2) et supxcn ]]XX(Z, D)u]],:-1 < +x0, muni de la norme 
Si le tourbillon w de 7) appartient a B:(X), X &ant une famille (s, u)-substantielle, le 
champ w a, en quelque sorte, une structure de poche de tourbillon gCnCralisCe. On retrouve 
les (< vraies >> poches de tourbillon dont la front&e dR est une varietC compacte de classe 
BS+l, en construisant une famille X a partir d’une fonction f telle que dn = f-‘{(O)} 
(vzir la partie suivante). 
1.3. Un thCor&me de convergence pour Navier-Stokes 
PROPOSITION 1.1. - Soit v un champ de vecteurs lipschitzien et $I son jot. Soit X0 un 
champ de vecteurs de Bi. On note X, le champ transporte’ de X0 par 1eJEot $ a l’instant 
t, dejini par X,(x) = X0(x, D)y&($,‘(x)). Alors X, est solution de 
C 
(4 + ‘u . V)X = X(x, D)v, 
X1tdj = x0. 
Demonstration. - 11 suffit de deriver en temps la relation Xt (&(x)) = X0(x, O)&(x) 
et de revenir a la definition du flot. 
Nous pouvons maintenant Cnoncer le resultat principal du chapitre, qui entrainera en 
particulier le Theo&me 0.1. Dans le theoreme suivant, les quantites ayant v en indice 
(resp. sans indice) sont likes a (NS,) (resp. (E)) et on notera indifferemment Xt,v,X ou 
X,,,(t) le champ transport6 de X0,x par ie flot &, a l’instant t. 
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THBORBME 1.2. - Soit u ~]2,+03[ et s ~]2/a, l[. Soit (Xa,x)xGiI, une fumille (,~,a)- 
substantielle de champs de vecteurs. On suppose que le champ de vecteurs ,uO est a 
coefficients duns C:(W2), a gradient duns L2(W2), h divergence nulle et que son tourbillon 
w” est duns B;(Xo). 
Alors, pour tout u > 0, (NS,) (resp. (E)) admet une unique solution v, (resp. ‘c) duns 
LrC(R+; Lip(R2)) avec don&e initiale v”. 
De plus, il existe une constante C telle que pour tout X E A, t > 0 et u > 0, 
IIVvv(t)llLmnLL I CP+ et I(Vv(t)llLmnLz I CeCt, 
lIX~,x(x,D)~,(t)(l~~+IIXt,~.xll~~+(l divXt,y.xll~;T+JIXt,y.~(x,D)~y(t)llls~-~ LCet”‘fel. 
Enjin, v, tend vers v et & - Id tend vers $ - Id duns Lrc(R+; C’) pour r < 1, lorsque 
u tend vers 0. Si s’ < s, alors X0,x(x, D)&,, Xv,x et div X,,X tendent respectivement vers 
X0,x(x, D)$, XX et divXx duns Lgc(W+; Bi ), et Xv,x(z, D)w, tend vers Xo,x(z, D)w 
duns Lgc(W+; Bz’-l). L es convergences precedentes sont uniformes en X. 
La demonstration repose sur un theoreme abstrait, relatif aux equations de transport- 
diffusion dans les espaces de Besov, qui donne des estimations a priori independantes de 
la viscosite, et qui sera demontre dans la quatribme partie : 
TH~O&ME 1.3. - Soit ~1 un champ de vecteurs de C”(R x W”) a divergence nulle 
et a d&-iv&es spatiales born&es. Soit r E] - 1, l[, II E [2, +co[ et Y > 0. Soit 
u E L~~(R+,B,‘(Wd)), f E Lrc(W+,B,‘(Wd)) et y E L~~(R+,B,‘-2(Wd)). Supposons 
qu’il existe X > 0 tel que Supp? n B(0, X) = 0 et que u ve’riJie : 
(& + v.0)~ - UAU = f + uy. 
Alors il existe une constante C ne d&pendant que de X, de r et de a, telle que, si 
V(t) = J,” IIVv(s)IIL- ds, on ait 
Si u = 0, on peut supposer a E [l, +oo]. On a alors 
(1.17) 
C ne dependant que de r. 
Montrons que le Theoritme 1.2 entraine le Theo&me 0.2. 
Soit R” un ouvert borne dont la front&e do0 est une courbe simple de classe Cl+‘. I1 
existe done une application f E C1+“(W2), que l’on peut choisir a support compact, dont 
le gradient ne s’annule pas dans un voisinage V de dR”, et telle que f-l ((0)) n V = dR”. 
Si 5’ E aR”, la fonction y” de C’+‘(R; R2) definie par : 
1 
&7r”b) = w(r”(4)! 
YO(0) = x0, 
est une parametrisation reguliere de 80’. 
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Soit Q E Cr(R2) valant 1 p&s de V. Posons : 
x0,0 =w, x0,1 = (1 -a)&, XIJJ = (1- a)&. 
I1 n’est pas difficile de voir que cette famille de champs de vecteurs est (E, oc)-substantielle. 
Les deux demiers champs appartiennent en fait a n’importe quel Bz et, comme Xc,0 est 
a support compact, il appartient a tous les Bz d’apres le Lemme 1.1. On voit aussi que 
lo0 E BE(Xa) pour a E [l,+co]. 
Le Theo&me 1.2 donne done une unique solution globale pour (NS,) avec de telles 
donnees initiales. Soit Q,(t), l’image du domaine 00 par le flot $J~,~ de vu,. 11 est clair 
que rv(t) = Y& 0 y” (resp. y(t) = & o 7’) est une parametrisation de db2t,V (resp. 
db&). Dans [Ch2], il est demontre que y E Lrc(W+;C1+“(S1,1w2)) et que yt est une 
parametrisation reguliere de da,. 
En appliquant le Theoreme 1.2, on sait que Xa,a(z, D)&, E Lcc(Wf; Bi) et converge 
vers Xu,u(z,D)$ dans Lrc(IW+;Bz’) p our tout a ~]2/e, +co[ et t’ < c. En utilisant 
la remarque 1.2, on en deduit la convergence de Xo,o(z;D)&, vers Xo,,(z,D)$ dans 
Lg(R+; n,t.,C”(S1, it”)). 
Or, &~t,, = X0,0(x, ~)$t,, o y”, done y,, appartient a Lgc(Iw+; n,J<,C1+E’(S1, W’)) 
et converge vers y dans cet espace. 
Enfin, comme X0,, ne s’annule pas sur V, ii en est de meme pour Xo,o(s, O)y&, et 
done &y,,, ne s’annule pas sur R. Done yy (t) est une paramCtrisation reguliere de an,,,. 
Pour conclure, on remarque que si So est une autre parametrisation regulibre de dR”, 
elle se deduit de y” par C If’-diffeomorphisme, ce qui permet d’obtenir facilement les 
points i), ii) et iii) du theoreme pour une parametrisation reguliere initiale arbitraire. 0 
REMARQUE 1.3. - La petite perte de regularite de d&U est << artificielle >>, c’est-a-dire 
qu’elle n’a lieu que dans les espaces de Holder qui ne sont pas bien adapt& a l’etude des 
poches de tourbillon visqueuses. 11 n’est pas difficile de voir, en reprenant la demonstration 
preddente, qu’une poche de tourbillon a front&e initiale dans un espace de Besov B; 
avec a ~12, +co[ et s > 1 + 2/u demeure a front&e dans Bz pour tout temps positif. 
REMARQUE 1.4. - I1 est facile de mesurer la vitesse de convergence de fit,+ vers Rt au 
sens de la metrique de Hausdorff. Rappelons que cette mttrique est definie sur les parties 
compactes d’un espace metrique (W2 dans notre cas) par 
SC4 B) = max(fF; 4a, B), ;F; W, A)). 
On peut alors montrer en utilisant un resultat de vitesse de convergence au sens L2 de 
[Ch3] et [CW], puis une idgalite d’interpolation logarithmique entre les espaces L” et 
C’ pour T > 0 (v&r par exemple [Ch2]), que l’on a : 
V’v E]O, e-l [, Vt E R +, q@)J=L(t)) 5 -c(Ff’i-i)V1/410gU, 
ou C ne depend que de fl”. 
JOURNAL DE MATHBMATIQLJES PURER ET APPLK@ES 
620 R. DANCHIN 
2. Paraproduits, parachamps et espaces de Besov 
Dans cette partie, nous definissons notre outil de base, la decomposition de Littlewood- 
Paley. Cette decomposition permet de caracteriser de man&e Clementaire les espaces 
de Besov precbdemment definis. Elle nous permettra aussi d’introduire une application 
bilineaire, le paraproduit, qui permet d’etendre la notion de produit de deux fonctions 
a certaines distributions. Le concept de paraproduit provient initialement de [B] mais 
l’approche presentee ici s’inspire plutbt de [GR] et [Ch2]. Enfin, nous rappelons quelques 
lemmes classiques qui nous permettront d’aborder la demonstration des resultats CnoncCs 
dans la partie precedente. 
PROPOSITION 2.1. - Soit C c Wd, la couronne de centre 0 de petit rayon 516, de grand 
rayon 1215 et D c Rd, la boule de centre 0 et de rayon 615. II existe deux applications ci 
valeurs re’elles, x E Cr (B) et cp E COm(C) telles que : 
(2.1) VE Rd, x(l) + c (P(2-q1) = 1, 
(2.2) 
Dtkzonstration. - On reprend la construction faite en [Ch2], chap. 2. 
Soit (Y ~]1,6/5[ et C’, la couronne de centre 0, de petit rayon o-l et de grand rayon 
2a. On choisit d E C?(C) a valeurs dam [0, 11, valant 1 sur C’. 11 suffit alors de choisir 
et x(l) = 1 - c PP(2-q1). q?J 
On d&nit alors des operateurs Ar, et S, de C(S’(@), Cm(I@)) qui correspondent a des 
decoupages des distributions en morceaux de frequences voisines de 2P pour Ap et plus 
petites que 2p pour S,. 
Plus precidment, soit h = .FT-‘p et ?1 = F-lx. On pose : 
A,u = 0 si p < -2, 
A-,u = x(O)u = & ji U, 
A,u = cp(2-“D)u = 2Pd 
J’ 
h(2py)u(z - y) dy si p > 0, 
S,u = ~(2-~D)u = c A,u = 2Pd 
.i’ 
jl(2py)u(n: - y) dy. 
n<p-1 
On montre la convergence de S, vers l’identite au sens des distributions temperees (voir 
par exemple [Ch2]). 
REMARQUE 2.1. - La famille (Aq)yEr est << presque >> orthogonale au sens L”. Plus 
precisement, si u et 21 appartiennent a S’(Wd), on a 
(2.3) Ip - ql 2 2 =+ A,A,u z 0, 
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(2.4) 
(2.5) 
La dkcomposition de Littlewood-Paley donne une caracthisation facile des espaces de 
Besov et permet d’en gCnCraliser la dkfinition aux indices T nkgatifs : 
PROPOSITION 2.2. - Pour a E [l, +oo] et r E Iw, on dkjinit Bz (Rd) comme l’ensemble 
des distributions u E a(@) telles que sup, 2qrjlAqu(ILa < +oo. Quand T > 0, cette 
d$nition coiizcide avec la pre’c&dente et sup, 2’JrI)AquIILa est une norme kquivalente 6 la 
norme de la Dkjinition 1.1. 
Pour faire le lien avec la DCfinition 1.1, on pourra consulter par exemple [T] et [Ml. 
Dorknavant, on << oublie s la premikre dkfinition des espaces de Besov et on notera 
IIuIIB~ = su~,2~'IlA,~ll~a. Avec cette nouvelle dkfinition, les rksultats d’interpolation 
don& dans la partie 1.2 deviennent Cvidents. Quant aux inclusions, elles se dkmontrent 
facilement h l’aide des inCgalit& de Bernstein (voir par exemple [MI). 
Le lemme suivant est classique : 
LEMME 2.1. - Soit u E Bi et 4 E Cr. On suppose que T,!J est supporte’e duns une couronne 
C(0, RI, Rz). Alors, il existe une constante C ne d&pendant que de r, RI et Rz telle que 
(2.6) )/11,(2-4m41La 5 CII~-1~11~12-qTII~IIR~. 
Dkmonstration. - 11 existe N E N tel que (1s’ - 41 > N) + A,/$(Z?o) = 0. On 
en dCduit que 
$(a-“D)u = c ~/3(2-~D)A,m. 
I+YllN 
DEFINITION 2.1. - On dira qu’une suite (u~)~~-I d’e’le’ments de Cm(Wd) est b frkquences 
duns des boules dyadiques (resp. couronnes dyadiques) si et seulement si il existe un Gel 
R > 0 (resp. deux re’els R2 > RI > O), tel(s) que Supp(ii,) c B(O,2qR) pour q > -1 
(resp. Supp(ii,) c C(0,24R1,2’JR~)) pour q E N et Supp(kl) c B(0, 2T1R2).) 
Le lemme suivant sera constamment employ6 
LEMME 2.2. - Soit (u~)~>-I ci frkquences duns des boules dyadiques. On suppose qu’il 
existe T > 0, a E [l, m] et une constante K 2 0 tels que Vq 2 -1, IIuqllLa 5 K2-q”. 
Posons u = xqzel uq. Alors u E B,‘(Wd) et il existe une constante C > 0 indkpendante 
des uq, de a et de r telle que 
(2.7) 
Soit (u~)~>-I ti fre’quences duns des couronnes dyadiques. On suppose qu’il existe r E R, 
a E [l, w] et une constante K > 0 tels que Vq 1 -1, lluqllLa < K-q’. Posons 
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u = Cg2--l Us. Alors u E B,T(IWd) et il existe une constante G 2 0 independante des 
uq, de a et de r telle que 
DEFINITION 2.2. - Soient u E S(Wd) et PI E S(BBd). On appelle paraproduit de u par 
v, l’fl&nent T,v E S(BBd) dt;Jini par Tzl~) = c, Sq-ruA4v. On notera R(u,u) le reste 
de u et v, dejini par 
R(u> ‘“1 = c A,ua,v oLi ii, = A,-, + A, + A4+1, 
4 
REMARQUE 2.2. - On a Cvidemment 
vw~) E (s(q2, uv = T,?J + T,,u + R(u, v). 
La definition de paraproduit et de reste s’etend sans difficult6 a un grand nombre d’espaces 
fonctionnels et pour une etude systematique de l’operance du reste et du paraproduit sur 
les espaces de Besov, on renvoie a [Y]. Nous aurons seulement besoin du resultat suivant : 
LEMME 2.3. - L’ope’rateur T est bilineaire continu de L” x B,’ dans B,‘. Si t < 0, il est 
egalement continu de B6 x C’ darts Bi+t et de Ct x B,’ dans B,‘+t. 
L’ope’rateur R est continu de Ct x B,’ dans B,‘+t, des que r’ + t > 0. 
Demonstration. - On note que, d’apres la Remarque 2.1, le paraproduit (resp. reste) est 
une serie dont le terme general est a frequences dans des couronnes (resp. boules) dyadiques. 
Apres quelques majorations faciles, on peut alors conclure a l’aide du Lemme 2.2. 0 
REMARQUE 2.3. - On a TILq) = T,(l - x(D)) 71, ce qui permettra, d’apres l’estimation 
(2.9) du lemme suivant, de remplacer ]]vu//~~ par I]VV]]~~-I dans les estimations sur le 
paraproduit. 
Dans certains cas, la commutation du paraproduit avec des opkateurs pseudo-differentiels 
homogenes permet de gagner de la regularite. Ceci sera exploit6 constamment dans les 
parties suivantes. Plus precisement, on a : 
LEMME 2.4. - Soit f E Cm(Rd), une application homogbne de degre’ m, en dehors d’une 
boule centree sur l’origine, $ E Cr(@‘) support&e duns une couronne C(0, RI, Rz), u 
et v, deux elements de S’(Wd), p < 1 et q E Z. I1 existe des constantes C independantes 
de U, v, I+!J et q ve’riJiant : 
(2.9) Ilf(+IIB~-- 5 CII4IB;r 3 
(2.10) I/[Tu, $(a-“~>14, I Cl1 I . 1~-1.11illL,2-q’“+1’11v11./1L31 bulb:, 
(2.11) ~phqqqIv~~,~ L q I . I~-‘~(~L’~-q~~~+-p~ll~~llp-lll~~llRb: 
(2.12) ll[Tu, f(~)141,~--~+~ 5 CllV+,- 11~11~; > 
(2.13) Il[Tu, f(~>lvll~~-~+~ L CIlVu~I,-,Ibb~~ 
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Dkmonstration. - Par hypothese, il existe R > 0 tel que, pour ]<] >_ R et X 2 1, 
f(A<) = X”f(<). Soit N E N tel que R2- N 5 5/6. Posons $(I) = 2-Nmf(2N[)~(<). 
Alors, pour 4 2 N, 
f(D)A,u = 24”4(2-qO)u. 
Done, d’apres le Lemme 1.1, )]f(D)Aqu]lL, 2 C2-Q(S-m)]]u]]~r, pour 4 > N. 
Comme f(o)w, = f(D)Sj++CqzN A,f(II)u et f(o)S,u est a frequences supportees 
dans une boule et f(o) A, U, dans des couronnes dyadiques, le Lemme 2.2 donne 
l’inegalite (2.9). 
Prouvons maintenant (2.10) et (2.11). Posons A, = $(2-40). Alors il existe N E N 
tel que 
[To P+-~~)]v = c [Sp-o, Aq]Apw. Ip-qllN 
En posant h = F’-~T,!I, on a 
c 
[Sp-lu, A,]A,w(a$ = jnd tl(y)A,v(z - 2-qy)(Sp-~u(4 - S,-I+ - 2-‘y)) dy 
JJ 
1 
?I 2-q ~(,),%;S,~,u(x - 2-qty)Apw(z - 2-qy) dt dy. 
Iv 0 
I[S,-lu,ii,]A,v(~)l 5 2-qll~i~p-141Lcc Ld I~(y)yiApw(~ - 2-‘~)( 4./y. 
Comme k E s(Wd), I’inegalite de Young entraine : 
(2.14) II[sp-l~, ~qlA,+cz 5 C(I I . I~-1~~~~,2-qIlVSp-~~ll~~ llAp4l~~~ 
Or, IIVsp-l~llLm I C(IVz&~, IIVSp-luIILm I C2~p~p~1)IIV41p-l si p < 1 et 
IlAp41La I 2-psl141~~~ Ceci permet de conclure. 
Pour prouver (2.12) et (2.13), on kit, en reprenant les notations de la demonstration 
de (2.9), 
= [Gu, SNf(D)]‘U + c 2’7Tu, $(2-‘D)]v. 
q>N 
Le teMK! [Tu, SNf(D)] w 
SN~(II)]A,W. Done 
est a frequences dans une boule et vaut CpsN+2[Sp-1~, 
[Tu, SNf(D)]w 
=pg+22-qLd1 ( F-l ~(2~.)f) (y)yid;Sp-lu(s - 2-qty)Apw(z - 2-qy) dt dy. 
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Done, suivant les cas, II[T,, SN~(D)]T~II~~ 5 CIIVuL(lp-, 11~~11~; ou II[T,, SIV~(D)]~UII~~ 5 
CIIWIL- MB”. ” 
En remarquant que les autres termes sont B frkquences dans des couronnes dyadiques, 
et en utilisant (2.10) et (2.11), on achkve la dkmonstration. 0 
DEFINITION 2.3. - Soit X un chump de vecteurs 2 coeficients duns S’( Rd) et u E S’( Rd). 
On d$init formellement I’action du parachamp T-Y par Tdyu = T.Y, 6’iu. 
Le lemme suivant montre que la rkgularitt! de X(.x, D) u est essentiellement donnCe 
par celle de T& 
LEMME 2.5. - Soit X, un champ de vecteurs 2 coefJicients dans B,’ et u E C”. Alors on u : 
(2.15) (s < I et T + s > 1) + IITzyu - X(z, D)~ll,~+~+l < CIIX~I~~~~VU~~,~-~. 
Si, de plus, divX E B,‘, alors, 
(2.16) (s < 1 et T + s > 0) =+ IIT. Y7L - X(x, D)uIIp-l 5 Cjcl/H,P Ilvq-, . 
Les deux intfgalit& prtfckdentes demeurent valables dans le cas s = 1 d condition de 
supposer VU E L” et de remplacer IIVUII,-~ par lIVullLoi. 
DLmonstration. - Elle repose sur les deux identit& : 
X(x, 0)~ - TxYu = R(Xi, &u) + T+X’ pour (2.1.Q 
X(x:, D)u - Txu = &R(X’, U) - R(div X. U) + TaV,,Xi pour (2.16). 0 
REMARQUE 2.4. - Ceci prouve au passage que la Dtfinition 2.3 a un sens intrinskque 
dans B,‘+“-’ pour X B coefficients et B divergence dans B,’ et ‘u E C” avec r’ + s > 0. En 
effet, si T et ? sont les paraproduits associks ?I deux dtkompositions de Littlewood-Paley, 
on a, d’aprks 1’inCgalitC (2.16), 
3. Persistance et convergence des poches de tourbillon gt%ralisCes 
Dans cette partie, on trace les grandes &apes de la dkmonstration du ThCor&me 1.2. 
Pour ne pas trop alourdir la preuve, on admet quelques r&hats techniques qui feront 
I’objet des parties suivantes. Dans les trois premi&es &apes de la dCmonstration, on omet 
systkmatiquement l’indice v afin d’allkger les notations. 
PREM&RE GTAPE. - DCmonstration d’estimations uniformes en v pour les solutions 
rdgulikres de (NS,). 11 s’agit de dkmontrer la proposition suivante : 
PROPOSITION 3.1. - Soient 11 une solution du systgme de Navier-Stokes en dimension 2 et 
$ son jot. On suppose que *u est dans Lrc(R+; C” ( R2)), q ue ses d&iv&es spatiales sont 
bornkes etqueson tourbilZon w uppartientd Lgc(R+; L2(R2)). Soit n ~12, +oo[, s E]~/u, I[, 
(XO,X)XE.4~ une famille (s! a)-substantielle de champs de vecteurs, et (Xt,~)~EI~, la famille 
transportke par le jot de V. Alors, X, reste (s? a)-substantielle pour tout temps positif De 
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plus, il existe une constante C ne dkpendant que de s, telle que les estimations suivantes 
soient ve’rifle’es : 
(3.1) 
1p@)llp I c 
( 
ll~OllL2 + IIWOIIL- 
~3’zlliii011B:,,o C2”a5’2t~\WollL3” 
s - 2/a log e+ (s - 2/U)llWOlIL~ ( )I ( exp 1 s-a/n 1 
(3.2) 11 divXt,xIIB; I II divXo,xIlB~E~(Xo,x,wo,t), 
(3.4) IIx~,~~I~; 5 ca3/2 2-a IIxoh, D)wok 
II~OIIL~ + iixo,x lb: > 
&xX0, wo, q> 
(3.5) VW) 1 md ~~(Xo,wo,V 
(3.6) 
avec 
E~(Xo,w~,t) =exp C 
U 
II4lL.2 (s - 2/a) 
IbJOIIL” 
+ log 
u3’2~~wO~~B,,,, 
e + (s - 2/a)llwollp 
Ddmonstration. - Soit done w une solution rCguli?.re de (NS,) et w son tourbillon. On a 
(3.7) (4 + w. 0)w - UAW = 0. 
En prenant le produit scalaire L2 de (3.7) avec w(t), on obtient 
(3.8) ll4)llLZ 5 lb&:!. 
Par le principe du maximum (voir [F] par exemple), il vient 
(X9) lI4)llp= I II~&,~~ 
On va maintenant montrer l’analogue des inCgalit& (3.2) B (3.5) avec 
C.pa51Z 
(’ s,” IIvv(~)IIL- d-r au lieu de Ei(Xo,wo,t). 
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Pour commencer, I’estimation 
se demontre facilement en revenant a la definition de X,. 11 suffit de remarquer que 
&(X0,x(% D)7j/(k s>) = vv(t! qqt> ~)>Xo,,(Z, w$J(t, x:), 
d’integrer puis d’utiliser le lemme de Gronwall. 
En prenant la divergence de (TG), on trouve (at + n . V) divXt,x = 0. On applique 
(1.17) a u = div XA.~, f = 0, et on obtient l’inegalite suivante : 
(3.11) 11 divXt,x]]Bs < ]] divXo,,]l,,ccJy “v”(T)“L,co dr. 
Les autres estimations sont plus delicates a obtenir. Pour alleger les notations, on omet 
l’indice X dans la suite de la demonstration. 
Dans le cas v = 0 on exploite la commutation des deux champs & + w. V et X(t), ce qui, 
applique a l’equation du tourbillon donne (3, +v.V)X(z, 0)~ = 0. La quantite X(:~J? 0)~ 
est done conservee par le flot et ii n’est pas t&s difficile d’estimer sa norme de Besov. 
Ici malheureusement, on ne peut qu’ecrire 
(3.12) (& + w . V)X(q D)w - vAX(z> 0)~ = u[X(z:, O), A]w. 
11 n’est pas evident de donner un sens au second membre avec pour seule hypothese, 
w E B:(X), le produit XiAw n’etant pas defini. 
L’idCe a ce stade est de remplacer le champ X par le parachamp Tax, sachant qu’on 
pourra majorer l’erreur introduite a l’aide du Lemme 2.5. Cette fois-ci, le commutateur 
[TX, A]w a un sens dans Bip3 et il est facile de donner une estimation de sa norme : on 
Ccrit [T*Y, A]w = [TX%, Ala; w et, par (2.9) et (2.13), on obtient : 
(3.13) IlKL 44L?;T-~ L CIIXIIB, II40~ 
11 y a bien stk un prix a payer : & + ‘u . V et T,y ne commutent pas. C’est ici qu’intervient 
le Lemme 5.1 qui donne l’estimation suivante : 
IIP’x, at + 21. V141,z-~ 5 ~(IlV~ll,llTxwll~~-1 + IIWIP II4lollXIl~~)~ 
Voici l’equation obtenue : 
(3.14) (3, + w . V)Txw - uATx-w = [& + %i . V, TX]W + v[Tx, A]w. 
On applique le Theoreme 4.1 a T = s-l, u = TXW, f = [&+u.V, TX]W et g = [T-Y, A]w, 
en remarquant que X(40)9 = 0. 11 vient 
(3.15) IIT~,w(~)[~~~-I iCa3’2 IITxo4lI3~-’ + ~~ll~~~~ll~B;Il~~~~llo 
.t 
+ 
.! 
epc a”‘Lv~~~(II~~(~)IlollT;y~W(r)ll~~-~ 
0 
+ llV4~>llL- Ilw(~)llollX(~)ll~~) ~~)ecai:“.(‘) 
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En combinant (3.15) et (2.16) et en tenant compte de (3.9), on trouve : 
(3.16) IIWG G4)llB,-~ 
< Ca3’2 - 11X0(? WJollBp +ll~ollpc (ijX,ll~,+2nll~(t)llL(~) 
Admettons 1’inCgalitC suivante, qui sera dkmontrke dans le Lemme 5.4 : 
(3.17) llxb:, DbJlb: 5 ‘?llxk? ~)‘dl,~-~ + II div XII,, ll4lo + llv2111~- llxb:)~ 
En appliquant l’estimation (1.17) h (TG), on obtient done : 
IlmllB: I IIxollB~ + c ( J 
t CCV(‘) (IJX& D)w&-1 
+ llV~(~)ll.xij$(r)lI~~) dT)PTctJ. 
A l’aide de cette dernibre inCgalitC, de (3.9), (3.11) et (3.16), on trouve finalement 
a(t) <Ca312 Q(O)+ 
( J 
t/lV~(~)ljL_~(-r)d7 
+2” 
J 
“,q ll~~,~~~ll 
0 
Lrn qxT(2T, D)w(T)~~B~-l dT ) 
) 
5 Ca3’2 a(0) + 
( J 
ot(llw~)llL~ + 2allWOllL&d qr 
avec a(t) = e-Ca5’2V(t) II-W, @4N3~-l + 2”ijx(t)ll 
II~OIL 
En appliquant le lemme de Gronwall, on en dCduit 
Ilxtb, D)w@)llB:-l + 2a~X~t~ll 
IbJOllr,~ Bi 
5 Ca312 
11X0(? qw0llg-l 
ll4lL- 
En combinant avec (3.10), on obtient : 
(3.18) liw(t)b:,x, 5 Ca 3/2 IIWOIIB” 
C2”a5/2 
e Jot . 
IIv4~)llLm dr 
QJO 
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I1 faut maintenant estimer la norme uniforme du gradient de la vitesse. Ceci peut etre fait 
via le thtoreme 3.3.1 de [Ch2]. En effet, il existe une constante C telle que, pour c ~10, I[, 
(3.19) 
Par la Remarque 1.2, Bi(R2) est inclus continument dans C’(IW’) avec F = s - 2/n. 
L’hypothese 1 > s > 2/a donne t ~10, I[. On peut done majorer ]]VU/~- a l’aide 
de (3.19) 
(3.20) e + 
liWIb~,,y 
(%S - 2/4ll4l,~ 
On reporte (3.18) dans (3.20) pour majorer le logarithme. On trouve 
lw@>ll~m 5 c IIWOIIL~ + ( 
IlWO/lL”o 
s - a/n log e + (s - 2/n) 1,,11,,, ( 
82 ll4l~;1 y” 
> 
+2"n"'211Wol~L"1 t 
I' s-2/a .o 
(IlfJJ0II~2 + 2allWOIIL70 + llw~)llLJ d-r 
1 
I1 reste a appliquer le lemme de Gronwall pour obtenir l’inegalite (3.1). Les inegalites 
(3.2) a (3.5) en decoulent immediatement. 
Pour demontrer (3.6), il faut voir que X0(2, D)$(t, z) = X,(&(z)). 
D’apres l’inegalite (1.15) [IX, o GtllBz 5 CIJV$tllLUIIXt]]~;:. On conclut a l’aide de 
(3.4) et (3.20) en remarquant que 
REMARQUE 3.1. - Lorsque v = 0, on peut montrer des estimations independantes de n 
et valables aussi pour n = +oo. La demonstration est en fait une application facile de 
(1.17), car I’absence du terme visqueux permet d’eviter le passage au paraproduit : on 
utilise tout simplement (at + II . V)X(z, 0)~ = 0. En revanche, lorsque u > 0, il semble 
impossible de demontrer l’analogue de la Proposition 3.1 dans le cadre des espaces de 
Holder a l’aide de notre methode. En effet, notre preuve repose sur le Theo&me 4.1 qui 
n’est valable que pour a < focj. 
REMARQUE 3.2. - I1 aurait CtC nettement plus facile de faire la demonstration dans le 
cas a = 2. En effet, le Theoreme 1.3 se demontre beaucoup plus simplement dans les 
espaces L3,‘, comme on le verra dans la partie suivante. Malheureusement, pour recuperer 
une estimation de ((Va(]~~ a l’aide de (3.20), on a besoin de l’inclusion de B,” dans C’ 
avec t > 0, ce qui donne comme contrainte s > 1. Mais l’estimation du commutateur 
[Z’dY, 8, + ‘U . V]w dans B2S-l n’est valable que pour s < 1. 
Les &apes suivantes sont en fait une adaptation de la demonstration du thtoreme 5.5. I 
de [Ch2] mais dans le cadre des espaces de Besov. 
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DEUXIBME ~TAPE. - Estimations uniformes pour la donnee initiale regularisee. 
Pour simplifier les notations, on omet les indices V. On se donne un champ 71” verifiant 
les hypotheses du Theo&me 1.2 et on le regularise en posant WJ~~ = S,V’. On a existence et 
unicite d’une solution reguliere II, de (NS,) avec la donnee initiale ~0,~. On lui applique 
les estimations de la Proposition 3.1. Quitte a modifier la constante C, on obtient des 
estimations (3.1) a (3.6) uniformes en n,. En effet, pour le voir, il suffit de montrer que 
(3.21) 
Pour cela, on Ccrit 
La serie de terme general [TX;, Aq]i3i~0 pour q 5 n - 1, nulle sinon, est a frequences dans 
des couronnes dyadiques. En utilisant (2.1 l), on a done 
Il~x,~o,nIIB~-’ I CWo(~, eJollB:-’ + IIXOIIB: II~olILm). 
11 reste a appliquer (2.16) pour avoir (3.21). 
TROISI~ME ~TAPE. - Convergence de v, vers une solution ZJ de (NS,) avec donnee initiale 
u’. Montrons que la suite (v,),~~ est de Cauchy dans L~~(W+; Cea) lorsque ti > 0. 
Pour cela, on remarque que 
(3.22) (at + un.v - ~A>(G - v,) = n(w, - w,, w, + w,,) + (urn - w,) . v7,,, 
oh, d’apres [Ch2], n est un operateur bilineaire continu tel que, pour ]r] < 1, 
Admettons la relation (4.17). Le lemme de Gronwall donne 
II%&) - %rl(~)llLa L IJ’UO,n - llo,mII-,eCK(t! 
oh K(t) est un majorant uniforme de s,” ]]VU,(~)]]~~ dr. 
Comme (‘u~)~~~ est de plus bornee dans Lrc(Ws; Lip), un argument d’interpolation 
(Remarque 1.1) montre qu’elle converge dam Lcc(Iw+; C’) des que T < 1 avec limite 
dans LEJW+; Lip). I1 est aise de verifier que cette limite est solution de (NS,). 
Notons que la relation (3.22) permet facilement d’obtenir l’unicite. 
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QUATRIBME ~TAPE. - RCgularitC tangentielle. 
o) Convergence du flot : Par definition du flot, on a 
??I I~‘,,(,_ 7j/nb)) - ds, !b(s, 4) dsl 
I *tlwn(s>~n(s,~)) -111(s,~(S.S))/dS+~tl(7~~~ -~)(%4(S,~))jdS 
J 
5 J /)( ll(% - ~)(s)llLc.z ds + .lt llV~(s)II~ce I $~n(s,z) - $(s,x) / ds. 
En appliquant le lemme de Gronwall, puis en remarquant que vu, -+ u dans LEJW+; L;“) 
et que (u,),~N est bornee dans Lgc(lw+;Lip), on en deduit que 1//, + T.,!J dans 
Lgc(R+; Id + L”). De plus, ~~VT,!+~(~~~ < e.6 “Vv~(T)“Lm dT done Gn --+ li, dans 
Lrc(W+;Id + (7’) pour T < 1. 
,0) RCgularitC de xa,~(z,D)$ : 
D’apres (3.6), la suite (Xe,~(x, D)$J~,)~~IB] est bornee dans Lgc(R+; II:). Par aiileurs, 
(3.23) Xo,x(~, o)h - X0,x(5, D)$ = div(Xo.~ @ (& - $)) - ($, - $) divX0.x 
En decomposant (3.23) en paraproduit et reste, on obtient 
On en deduit que X0,x(x, D)ll, est dans Bz, verifie (3.6), et que la suite (Xo,x(~, D)$Cl,)nEN 
converge vers Xo,x(z,D)$ dans Lgc(R+;B,‘) pour T < s. 
y) Regular& de (XQ)~~~\ : 
Remarquons que XQ = (Xo,~(x, D)&) o $;I et que divXt,x = divXo o $I;~. On 
applique le Lemme 1.2 pour voir que XQ et sa divergence ont la reguhuite voulue. Ce 
m&me lemme permet aussi de voir que XQ,~ converge vers X,,X dans tous les espaces 
Lgc(R8+; Bi) avec T < s, done en particulier dans Lr#+; L”). On en d&hit que 
E,“(Xo, wa, t)l(X,) > 1(X0). La famille Xt reste done (s, a)-substantielle pour tout temps 
positif, et verifie les estimations de la Proposition 3.1. 
S) RCgularitC de w : 
Montrons que Il~(t)llB~,,, E Lcc(R+). Pour cela, on &it : 
X+(x, Dh(t) - X,(x, D)w(t) = w(t) div(X, - Xt,,) 
+(w(t> - wn(t)) div Xt,, + div(w,(t)(Xt,n - Xt) + (I - w(t))Xt,x). 
En faisant une decomposition en paraproduit et reste, puis en utilisant les resultats 
precedents, on prouve que les quatre termes du second membre tendent vets 0 dans 
Lrc(R+; B;l). Comme de plus la suite IIXt,n(z, D)~~(t)lln~-I est bomee dans Lcc(R+), 
la demonstration est achevee. [I 
-mME76-1997-No7 
POCHES DE TOURBILLON VISQUEUSES 631 
REMARQUE 3.3. - Les rksultats prCcCdents restent vrais dans le cadre eukien. 11 suffit 
d’utiliser la Remarque 3.1 au lieu de la Proposition 3.1. 
DERNIBRE ~TAPE. - Convergence des solutions de (NS,) : 
Comme wo E L2 n Loo, on peut utiliser un rksultat de J.-Y. Chemin [Ch3] qui donne la 
convergence forte dans Lg,JR+; L’), de w, - ‘u vers 0. Ensuite, on se sert de la classique 
inclusion de Sobolev L2 (W2) ct C-‘(Iw2), du caracdre uniformement born6 en Y de 71, 
dans Lf$(W+; Lip(R2)) et de l’appartenance de u B Lg=(lw+; Lip(W2)) pour montrer que 
v, tend vers u dans Lgc(R+; C’) pour tout T < 1. 
A ce stade, il n’y a plus qu’8 reprendre la quatrikme ktape en rempla$ant partout ~2, 
par V. 0 
4. hquations de transport-diffusion 
Dans cette partie, on dkmontre des estimations uniformes en v pour les solutions 
d’kquations de transport-diffusion. Le thCor&me suivant permet de retrouver la premikre 
partie du ThCor&me 1.3. Pour 1’inCgalitk (1.17), qui est plus classique, des ClCments de 
dkmonstration sont don& dans la Remarque 4.1. 
THBORBME 4.1. - Soit v un champ de vecteurs de C”(R x R”) & divergence nulle 
et ki de’rive’es spatiales born&es. Soit r E] - 1, I[, a E [2, +co[ et u > 0. Soit 
u E Lgc(R+,B,‘(Rd)), f E L~~(R+,B~(Wd)) et g E Lgc(R+,B,‘-2(Rd)). Supposons 
que u ve’rijie 
(4.1) (at + 2,. 0)~ - UAU = f + vs. 
Alors il existe une constante C ne dkpendant que de r et telle que, si V(t) = 
s,: llw4llL- ds* 
c4.2) bb)llB, sCay (Ib(“)ilB;: + 2"11gll,,([0,,];Bar-") 
J 
t + e-“a+%s41,f(s)llB; + ua=w 
0 
~/g(~)~~B~-a)ds)ec~~‘~(i). 
Si de plus on a Supp ij n B(0, X) = 8 pour un X > 0 ind&pendant du temps, alors il existe 
une constante C ne dkpendant que de r et de X et telle que : 
(4.3) Ib@)lb,’ 2 Cay (li@b: + 2”llgllL-([0,t],BT-‘) a 
J 
t + 
0 
,-c~~V(~)Ilf(S)I/B~ d+,~“+%‘), 
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La demonstration de ce theoreme repose sur le lemme suivant, qui est une sorte de 
lemme de Poincare : 
LEMME 4.1. - Soit s E R+, p E IV* et u E L2(Rd) ci valeurs re’elles. On suppose qu’il 
existe deux compacts K+ et K- de Rd, tels que 
((1) K- ZY -K+. 
(14 Supp(G) = K+ u K-. 
Posons K(j) = 
i. 
2~ + ‘2 ywL, xl E K+, Y~EK- . 
1 
Si on suppose de plus que 
l=l Tlt=l 
(7) (0 5 i:j 5 p et i # :j) j (K(i) n K(j) = (D). 
alors, on a 0 $2 K(p) et 
(4.4) 
Dkmonstration du Lemme 4.1. - La condition (y) entraine en particulier K+ c1 K- = 0. 
Si on pose v+ = ~2 lK+ et u- = G IN.-, on a done 6 = ‘ut + ‘u-. 
Commengons par traiter le cas p = 2. En utilisant les proprietes d’isometrie de la 
transformee de Fourier et son comportement vis-a-vis de la convolution, on constate que, 
pour demontrer (4.4), il suffit de prouver que : 
(4.5) 
Or, on a 
ii*ii==u+*v++2v+*v-+v-*I/ 
et la condition (y) entraine l’orthogonalite au sens L2 des trois termes du second membre. 
On obtient done : 
(4.6) 
11 s’agit maintenant de remarquer que, comme u est reelle, on a pour presque tout 
<. v-(c) = v+(-<), ce qui entraine 
Demontrons par exemple que ~ITJ+ *‘u+l/$ = lIzi+ *w(IL~. On ecrit 
(Iv+ *v- II;2 = J/J ~+(rl)~i-(l - T/)v+($)v-(< - v’) d[drjdv’ 
=JJJ ~+(++tt’~ - rl’) ~~+(q’)v+(& - rj) dJ1 dqdv’ 
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On en deduit que (jG*GL(($ = 6\1v+ * 2;+11$. Par ailleurs, la condition (y) entraine aussi 
Done /I( . 1°C *fill;* 2 111. p+ *w+& + (1). p- *w-/j;2 > 2d(o,K+ + 
K+)2”llw+ *?I+& ce qui acheve la demonstration darts le cas p = 2. 
Dans le cas general, le principe est le m&me. Comme la convolution de distributions a 
support compact est associative et commutative, on peut ddfinir 
+;I facteurs i facteurs 
-- 
wi = (w-*...*w-)*(w+*-*w+). 
p facteurs 
- 
Posons up = 6 *. . . * & . I1 s’agit done de demontrer : 
(4.5’) II I . l%ll& 2 ~(“(“;K~~~~)‘^l/u~ll~~. 
P 
On a up = c Civk et done, grace a la condition (y), 
k=O 
(4.6’) 
et 
(4.7’) 11 1 . IsUp& = ~(c;a”,“ll I ’ b~~;~~ 
k=O 
On montre aidment, comme dans le cas p = 2, que tous les Ilr&jlL2 sont egaux. 11 suffit, 
pour le voir, de remplacer ‘u+ par la convolution de (p - 1) facteurs choisis parmi U+ et 
w -, dans la demonstration precedente. 
Comme par ailleurs ~“,=,(C,“)” = (2p)!/(~!)~, l’egalite (4.6’) donne ll~~[l~~ = 
ll~~,l12,~~~P~~l~P~~2. 
Enfin, comme up( -0 = vo(<), 1’CgalitC (4.7’) assure que 
II I . IsuPll;z 2 II I . kJ& + II I . IS~oll~2, 
2 211~*ll”l?~(o,K(P))2s. 
2 ~(d(0.K~P~~)2~llupll~1. II 
Dkmonstration du The’orkme 4.1. - On commence par faire un decoupage de (4.1) en 
couronnes dyadiques. On obtient 
(4.8) (at + ‘u . TJ)A,u - vAA,u = A4 f + [u . V, A& + uA,g. 
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II ne reste plus qu’8 majorer convenablement (jAsuIILa. Le lemme suivant, que nous 
admettons provisoirement, permet de majorer )I [u . V, An]ullLa 
LEMME 4.2. - Soit $I E Cr support&e duns une couronne C(0, RI, R2) et II, E B,’ avec 
(r, u) E] - 1, l[x [l, +a]. AZ ors il existe une constante C ne dkpendant que de T, RI et 
Rz et telle que 
Traitons d’abord le cas n = 2, qui est t&s simple. Posons uq = A,~L, gq = A4g et 
fq = A,f + [v.V, A&. E n prenant le produit scalaire au sens L2 de 1’6galitC (4.8) avec 
2~~ et en remarquant que div ‘II = 0 entraine l v(x).VU~(Z)~L~(Z) d:r: = 0, on a 
Supposons Q 2 0. Comme 6, est supportCe dans 24C, il existe une constante c telle que 
IlV~qll;~ 2 c22qlIuqll$ (c= (5/6)2 convient). On en dCduit 1’inCgalitC suivante : 
&&qll;2 + ~22q41%l122 I (Ilfqllp + 4l&2)(I~qll~1. 
Soit 6 > 0. Comme ~-$(lluqll$ + 6) = (IIu~II~~ + ~)~/~$(llu~[/t~ + ~)l/~, on a 
~Wq1122 + e2 + c22q~(llvqll~2 + EP2 I IlfqllL2 + vIJgqllp + C22%&2, 
d 
2” ( c2’qYt(ll%ll~’ + P) 5 eCZ2yl~fqllL2 + vllgqllLL + c2%&2): 
(IIUq(t)ll~~+t)“21ri-“229”t(~~~Lq(0)~~~*+F)1’2 
.I 
t 
+$/2+ e-c2"4v(t-s) (ll.f&NlL2 +4lgq(m,2) d% 
0 
i (lluq(0)l/$ + ty2 + t1’2 + ~llgqlIL”(~o,~~;L’)+~f Ilf&NIL’d~~ 
En faisant tendre E vers 0, on trouve 
II%WIIL” 5 lI%vulL” + &llgqlI,m(Io,t];L~) + 1’ Il.f&)IIL~ ds. 
En supposant x(D)u = 0, il ne reste plus qu’8 multiplier les deux membres par 2qT et ?I 
passer ti la borne supkieure par rapport h Q pour obtenir : 
(4.9) 
Un argument du type lemme de Gronwall donne alors 1’inCgalitC (4.3). 
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Supposons maintenant que a soit un entier pair non nul. On pose a = 2~. 
(ih + II. V - YA)u; = pu;-‘(& + 21. V - vA)u, - q(p - ~)(VU~~~U;-~. 
En consequence, en prenant le produit scalaire au sens L2 avec u:, on obtient 
A l’aide de l’inegalite d’Hiilder, on trouve 
Pour pouvoir conclure comme dans le cas p = 1, il faudrait disposer d’une constante c > 0 
telle que /V(u;)llL2 2 c~~IIu~~\~, pour q > 0. 
Malheureusement, une telle constante ne saurait exister sans hypotheses supplementaires 
sur ‘uuq car, dans le cas p 1 2, u: n’est plus, a priori a frequences dans des couronnes 
dyadiques, mais seulement dans des boules dyadiques. 
C’est ici qu’intervient le Lemme 4. I. Les conditions ((Y) et (/?) ne posent pas de probleme 
puisque la transformee de Fourier d’une application reelle est symetrique. Mais on ne peut 
esperer appliquer ce lemme directement aux uq : les couronnes dyadiques sont bien trop 
grosses pour que la condition (y) puisse 6tre v&ifiCe. En revanche, elle l’est si K+ est 
l’intersection d’un cone d’angle suffisamment petit avec une couronne suffisamment mince, 
autrement dit, lorsque K+ est inclus dans une petite boule pour la metrique 6. Nous 
allons done tronGonner la couronne de base C en couronnes plus fines et en secteurs 
angulaires. Pour cela, on se set-t du lemme suivant que nous admettons provisoirement : 
LEMME 4.3. - Soit p E NJ”. Alors, il existe une partition de l’unite’ ($i)l<i<n --P de Supp(cp) 
et des constantes C et CT indkpendantes de p et telles que : 
6) 3KF; Supp(&) = K;’ U (-KT) et d(O,ki(p)) 2 p/A, 
(ii) 3’-lqb; ve’ri$e les hypothkses du Lemme 4.1, 
(iii) SuPP(&) C C(O,5/6,12/5 + cp) avec lim cp = 0, 
p-+X 
Il-T-‘dillL1 L C et 11 1. 13-1~illL1 2 Cp. 
On peut de plus choisir np N cdp (d+W, oti cd est la mesure de la sphtre Sd-‘. 
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Notons Ai = $i(2-YD)A, et appliquons l’opkrateur A’% B (4.1). I1 vient 
(3, + 71. V - vA)u; = f; + zq;. 
avec f,” = Ai.f + 1~. V, A~]u, $ = Akg et ~6 = A~u. On trouve, en prockdant comme 
pour montrer (4. lo), 
;~llu;~~~p + v(““-‘) ?, I/%4)q;2 5 PIl~:III~J1(lIf’lllL’,’ + #7:,IILLp)~ 
Grke au Lemme 4.3 et B 1’inCgalitC (4.4), on a I~v(u~)~[[~, 2 2-'l'pz2"4/17~~~ILlp. Done, 
ffllu;ll:p + ~P”2”p2’4/~~:1~~~P 5 P+ll~rl(l~f;llLLp + +11,J 
En intkgrant comme dans le cas p = 1, on trouve 
D’apr&s le Lemme 2.1 et le Lemme 4.3 (II), on a I/gjllLz,, < ~2-~(‘-“)11911~~~~~. 
En utilisant le Lemme 2.1, le Lemme 4.3 (v) et le Lemme 4.2, on a 
IlfglIpp 5 C2-y’(llfllf3;p +PIIwIL- IMlB&,). 
Comme IIuyllL2p 5 CTfT, IIu~JI~~~, )Iu’;JI~~~ I C~IU~/I~~~, et np N pq, on a pour (I 10, 
(4.11) 2y7’ll~Y(~)llpP I:G+ 2yrIl~YmL2P + ~ll.llL~:lo,il:B;F( 
( 
+ ( 
11 faut maintenant traiter le cas des basses frkquences. En reprenant 1’inCgalitC (4. IO), 
on a, trivialement, 
;ll4.2P L llxv4fllL2P + Ilb . ~:xP)l4L~P + 4lxPMlL~P~ 
En remplagant dans la dkmonstration du Lemme 4.2, A, par x(D), on montre que 
Ilb . ‘c7. XP>ML~P 5 cll~4lL- II+?;; 
Done, apr&s intkgration en temps, il vient : 
(4.12) Il~-l(%P ~lI’u40NIL’r~ + ~llx(~)gllL-~ro,t,;L~p, 
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En utilisant les inegalites (4.11) et (4.12), et en revenant a la definition de B.&,, on obtient 
Appliquons le lemme de Gronwall. 11 vient 
(4.13) Ilu(t)llB&, 5 cPy (lb(n)ilR;, + $kdi,-([o,t];n;;2) 
s 
t 
+ 
0 
lIx(D)g(s)ll,,,)ds)e”~~“(“). 
Ceci acheve la demonstration de l’estimation (4.2) (et celle de (4.3) si X > l), dans le 
cas (I = 2p. 
On obtient alors des estimations similaires pour a E [2, +co[ quelconque et T E] - 1, l[ 
par interpolation complexe [BL] entre des espaces du type B& et B$+, avec s # s’, 
l/u = 19/2p + (1 - 0)/(2p + 2) et T = OS + (1 - 19)s’. 
I1 reste a traiter le cas ou Supp 4 n B(0, X) = 0 pour un X ~10, I[. On peut par exemple 
se ramener au cas oti x(D)g = 0. 
On pose c(z) = X%(Xx) et on remarque que 11 verifie 
avec F(z) = Xdf(Xz), s(z) = Xd+2g(Xz), Z(X) = X-%J(XX) et i; = XP2v. I1 est clair que 
x( D)g = 0. De plus, il est facile de montrer l’existence d’une constante C ne d&pendant 
que de s et de X et telle que pour w E Bi (RBd), on ait 
+IlwIIB; 5 Ilw(~*)IIB; 5 c\IwIIB;. 
11 reste maintenant a demontrer les Lemmes 4.2 et 4.3. 
0 
Dkmonstrution du Lemme 4.2. - 11 s’agit d’une generalisation facile de l’inegalite (4.7) 
de [Ch2]. 
Posons ii,u = $(2-“o)u. Alors, il existe un entier N tel que (4 - 4’1 > N) + 
(&,A4 = 0). Comme T > 1 et div ‘u = 0, on peut Ccrire 
(4.14) 
~uq~(a-“D)]u = [T,I,6q]a,n-~q~~?3~w~+~~i~q~wj+i;)j~(~qll:wj)-~j~q~(U,wj). 
D’apres l’inegalite (2.10), I][T,,, a,]$~]l,~ 5 Cl1 I . ~~-1~llL12-9r~~Vw~~Lo3 ~~VU~~~~-~. 
Comme T < 1, on a, d’apres la Remarque 2.3 et les Lemmes 2.1 et 2.3, 
I16qTn,uwJll~a < c~~~-1~~~~‘2-9~~~v1L~~B,~L~~vw~/O~ 
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Les deux derniers termes sont un peu plus penibles car il faut traiter a part le cas des 
basses frequences. On Ccrit done 
R@,u, q) - &,R(u, u”) =R(&u, (1 - x(D))u,) - L&R(u, (1 - x(D))z+) 
+ R&u, x(D)q) - &R(u, x(0)1+). 
En revenant a la definition du reste, on montre facilement que 
On en deduit 
Il$R@q~, (1 - x(W~&a + IlQkR(w (1 - xP)b’)ll,a 
5 ~(~~-1.C’,~~~~~-q7.1/~ll~rII~~llo. 
Le terme R(Aqu, x(D),)-a,R(u, x(D)~j) doit Ctre vu comme un commutateur : 
=c / 2qd F-~Q(~“(cL: - ?/))(bqlX(D)7:i(U)-;1,~x(D)wjjrc))Aq~u(yj 4/, Iq’lll . 
done, 
IIR(ii,?r,x(n)rii)-il,R(u,x(U)v’)lI~- 
I CJI I . I.+4qL1 c Ilkf41La ~/~,~X(oYqL~. 
14’111 
Le terme R(b,u, x(ll)~~)-~~R(u, x(D)vj) est a frequences supportees dans une boule 
fixe. 11 est identiquement nul pour q > N + 2 et vtrifie 
ce qui acheve la demonstration. 0 
Dkmonstration du Lemme 4.3. - Pour Cviter des calculs trop fastidieux, on supposera 
d = 2. Pour le cas p = 1, cp convient. On supposera dorenavant que p > 2. 
Soit c > 0 et 0 < a < b. Remarquons que, si K+ = {X E Iw’, ]zr( 5 CZZ, n 5 ]z] L: b}, 
alors K+ c [-&,?I] x [?i,b] avec ?i = ~(l+c~)-l/~ et $ = b(l+~-~)-l/~. Onendeduit que 
K(k) c [-pi&] x [kii + (k - p)b, kb + (k - p&l. 
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Pour que (y) soit vCrifiCe, il suffit done que 
(4.15) b< p+l ( 1 
1 - ___ 
- p-l dm’ 
Posons k, = min{ k E N, tan(rk-‘) 5 p-l/‘}. On dkfinit alors, pour i E { 1,. 4 . ,2p - l}, 
Soit K’ = {x E R2, jell 5 x2&tant et ai 5 13~1 < bi} et K+ = Uj%tTIK,+. 
D’aprbs (4.13, la condition (y) est vCrifiCe par K:. Comme b2p--1 > 12/5, on voit que 
Uzz;‘$ est un recouvrement ouvert de L+ = Supp(cp)n{x E W2, (511 5 z2 tan(rk;‘)}. 
Comme par ailleurs il existe une constante c indkpendante de i et de p et telle que 
b; - ai+l 2 cp-l et que d(L+, W’\K+) 2 cp- 1/2, il existe une partition de l’unid 
($?)1<;52~-1 de Lf, avec Supp($+) c K,f vCrifiant (iv). 
Pour obtenir (‘u), on peut, par exemple, construire cette partition de 1’unitC par convolution 
entre la fonction caractkistique de fermks un peu plus petits que K,? et une approximation 
de l’identitk du type gh(z) = h-3/2f(h-121)f(h-1/222) avec f E CT(R), sf = 1 et 
h N p-‘. En effet, on a alors l/F1&)l,, 5 CIK~11’2p3’4J(g111L”. 
On prolonge ensuite $J+ sur R2 par par% et on note & le prolongement. Enfin, on 
appelle $;,k, pour k E (0, ... , k, - l}, l’application obtenue & partir de $+ par rotation 
d’angle lwr/lc, autour de l’origine. 11 ne reste plus qu’8 poser &r, = (xi k $i,k)-‘$+ 
pour obtenir une partition de 1’unitC de Supp(cp) telle que les conditions (ii B (u) soient 
vCrifiCes. On conclut en changeant les indices et en remarquant que np = (2p - l)k,. 0 
REMARQUE 4.1. - Dans le cas oti v = 0, on peut obtenir une estimation independante de 
a en supposant seulement a E [l, +a]. 11 suffit pour cela de reprendre la dbmonstration 
du Lemme 4.1.1 de [Ch2] et d’utiliser le Lemme 4.2 au lieu de l’inCgalitS? (4.7) de [Ch2]. 
Plus prkcidment, il existe une constante C ne dkpendant que de T, et telle que 
(4.16) lj~(t)lj~~ L (llu(O)ll~~ + 1’ e-CV(S)Ilf(~)ll~~ ds)e”“(‘). 
0 
REMARQUE 4.2. - Dans le cas v > 0, la coexistence des termes w . Vu et vAu rend 
malaiske l’utilisation des normes L”, ti moins d’utiliser le principe du maximum, mais il 
faut alors supposer que g a la mCme regularitk que f et U. Dans ce cas, on a alors 
(4.17) Ilu(t) I (IluPIl, + St eF+) (Ilf(4IL. + 4ld4ll,) +cv”). 
0 
En effet, il suffit d’appliquer le principe du maximum B (4.8). On obtient : 
2”‘ll+4)llLm 12q’l14$411Lm + j+OlI, + ~lld~>ll,) ds 
+ C ot IIV’u(s>IILw Ilu(s) ds, J’ 
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puis on applique le lemme de Gronwall. 
Le mauvais comportement de l’estimation (4.2) quand (I -+ +CC laisse penser que 
l’analogue du Theo&me 4.1 dans le cadre des espaces de Holder est faux. 
REMARQUE 4.3. - La cons&me de la relation (4.4) est optimale. Dans le cas p = 2, il 
suffit de considerer la suite de fonctions (TL,)~~~N telle que GL, soit paire, nulle en dehors de 
[-2, -11 U [l, 21 et Cgale a e+ sur [l! 21. En remarquant que CL, * & devient negligeable 
dans [ - 1, l] lorsque n tend vers l’infini, on verifie aisement que 
5. Un lemme de commutation 
Dans cette partie, nous prouvons le lemme de commutation que nous avions admis pour 
demontrer le Thtoreme 1.2. 
LEMME 5.1. - Soit s ~10, I[, a E (1,001, X E I?,“(&) et ‘u un champ de vecteurs C” 
d&pendant du temps, ci gradient borne’ et h divergence nulle. On note w son rotationnel et 
on suppose que le champ X ve’rije (TG). Alors il existe une constante C ne d&pendant 
que de s, et telle que : 
(5.1) ,,[T’,& + 7) . V]W,,,~-~ I C(lJV~~llollTx-w(l,~-~ + IIV&cc lIwll,,llXI(~~). 
Nmonstration. - En exploitant la relation (at + 11 . V)X = X(x$ D)rr, on montre que 
[TX,& + v. V]w = T,:,a3,yzi)iw - T\-ta,,,,iJ,w + TxJ&ji),w) - &$(TxJ~w). 
On decompose ensuite les deux derniers termes en paraproduit et reste en se souvenant 
que divv = 0, pour obtenir finalement 
(5.2) [T.y, at + w . V]w = Cl(W) + cqw) + C::(w) + R(v), 
oil l’on a pose 
Les trois premiers termes verifient I’estimation suivante : 
(5.7) Vi E fl> 2,3), IIc~(v)IIB~-l i clIwllI,ipllwIIOIIxll~~ 
Pour le montrer, on va se servir de deux lemmes de commutation qui s’inspirent d’un 
resultat de J.-M. Bony [B]. 11 s’agit de voir que, moyennant de C( bonnes hypotheses >> sur 
n et b, les operateurs T,Tb - Tab et T,Tb - TbT, sont regularisants. 
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On notera qu’il faut prendre la mCme dkfinition du paraproduit dans les deux termes du 
commutateur pour que ces lemmes soient valables. 
Le lemme suivant permet d’estimer Cl (u) et C+(V). 
LEMME 5.2. - Soit a E [l, +a], (~,t) E (10, 1[)2 et p E R. Soit f E (I?z(R”))d h 
divergence dans L”(IWd) et g E Ct. Supposons en outre que YL E Cf’. Alors il existe une 
constante C ne d&pendant que de s et de t, et telle que 
(5.8) jITf.Cg1L - TfTOgUI(B;+t+P+ I C(llflb~ + lldiv flip) IlWlt-M,,~ 
Si t = 1, il,faut supposer Vg E L”, et l’hypothdse sur div f devient inutile. On a alors 
(5.9) llTf.VgU - Tf%g4lg;++- 5 Cllfb,lIVd/~,~ IblIp. 
Si on suppose f E C’, 2 divergence borne’e et g E Bi, on a 
(5.8’) llTf.V,$~ - TfTvglLIIB,‘+‘+P-’ _ < C( Ilfll, + lldiv flip) IIWl,;-1 II4l,,. 
Dans le cas limite r = 1, si on suppose f E Lip, on a 
(5.9’) IIq.v,u - qhpllB~+” 5 CllfIII,ipIIvgllB~-’ ll4p. 
Dkmonstration. - Pour allkger la preuve, on notera R toute expression dependant de f, 
g et TL, et vhifiant l’estimation B dCmontrer. On remarquera que les shies manipuldes sont 
toujours B frkquences dans des couronnes dyadiques, ce qui permettra d’utiliser 1’inCgalitC 
(2.8). La dkmonstration consiste simplement h montrer que T~.v,u et TfToyu ont meme 
partie principale. 
En revenant 5 la definition du paraproduit et en utilisant (2.4), on a : 
= c S+f. S,-lVgA,u + c (&I - S&f. A&S--lVgA+). 
‘I b-44151 
En utilisant la Proposition 2.2, on en dCduit 
(5.10) TfTosu = c S+f. S,-lVgA,u + R. 
Montrons maintenant que Tf.v,u vCrifie aussi (5.10). Par definition, on a 
Tf.vgu = c S&f ’ Q.+&,u, 
done 
!rf.y,glL = c Sq--1(Sq-4f. S,+2Vg)A,u + c Sq-d&f . (Id - S,+z)VdA,u 
4 4 
+ c Sq-1((~d-Sq-4)f.Sq+2 Vg)A,~+CS,-l((ld-S,-~)f-(ld-S,+z)Vg)A,,u. 
‘I rl 
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Grace a (2.5) le second terme est identiquement nul. Le troisibme terme est clairement du 
type R et le quatrieme aussi dans le cas t = 1 et Vg E L”. 
Si t < 1, on le decompose de la man&e suivante : 
s,-~((Id - S&f * (Id - S,+Z)V.~) = div(S,-l((Id - S,-+df(ld - Sq+2)g)) 
-S,-1 ((Id - S,+2)g(ld - Sq-4) div .f) 
et on utilise l’hypothese sur div f. Finalement, on trouve dans tous les cas 
Tf.vgu = c S-1 (Sq-4f. S,+,Y9)A,u + R. 
On en ddduit 
Tf.vgu = c Sq-4.f 3 S, 
11 ne reste plus qu’a remarquer 
[Sq-1, s,-4fls*+2%I(~) 
VgA,u + 1 A,&‘,-~, Sq-4f]Sq+2v$? + R. 
w 
JJ’ 
1- = -21-q h(7J)yi&Sq-4f(2 - 2l-*ty) . S,+2Vg(2 - 2l-3/) &dy, 
Rd 0 
pour voir que 
Tf.ogu = c S,-J . S,-iVgA,u + R. 11 
Le lemme suivant permet d’estimer C’s(u). 
LEMME 5.3. - Suit (~,t) E (10, 1[)2 et p E W. Soit (f,g) E B,’ x Ct et u E Cf. Alors, il 
existe une constante C ne d&pendant que de r et de t, et telle que 
(5.11) IIV”,~ - TP~ll~~+t+~ I Nfllq llslltllullp~ 
De plus, cette estimation demeure valable pour t = 1 2 condition de remplacer ~~g~~l 
Par 119llLip. 
Dkmonstration. - Pour simplifier les notations, on notera R toute expression 
verifiant (5.11). On remarquera que toutes les series manipulees sont a frequences dans 
des couronnes dyadiques, ce qui permettra d’utiliser (2.8). 
Par definition et grace 51 (2.4) on a 
TfTgu = c c Sq-,fA,(Sp-d,u>. 
4 lkPl13 
On aimerait rendre cette expression symetrique en f et g. C’est possible en ecrivant 
TfT,u. = c S,-1.f f&d, ‘ZL + c c (&I - Sp-dfA,(Sp-,gA,u). 
P 4 IP-nlls 
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puis en commutant A4 et S,-rg dans le dernier terme. En realite, les operations prhklentes 
sont interdites car les differentes series apparaissant ne sont plus h frCquences dans des 
couronnes dyadiques. On va done faire -un decalage d’indice qui permettra d'exploiter 
l’idee preddente. On ecrit 
(5.12) TfTyu = c S,-afS,-lgA,u + c (Sq-4 - s,,-4)fA,(s,-lgA,u) 
P &;i,, 
+ (&I - s,-,)fA,((sp-1 - s,-d&u) 
+ (X-1 - s,-,)fA,(&&4 
On a A,(S,-lgA,u) = S,-lgA,A,u + [A,,S,-I~IA,U et Aq(S,-4gApu) = 
S,,-4gApA,u + [A,> Sq-4glAp U, done, en utilisant (2.14) et en reportant dans (5.121, 
on trouve : 
(5.13) TfT,u = c S,-4fSp-lgA,u + c ApAqu((s,-4 - &LfSp--lg 
P /J’;y<3 
+ ($-I - Sq--4)f+g) + R. 
Par ailleurs, comme A,A,u = 0 pour Ip - 41 L 2, 
c ApA&- - s&f sp-lg 
lPY<J 
ZZ c AA p ,+luA,+f S,-1s - ApA,-luA,-d’s,-lg, 
P 
ZZ- c ApAp+dp-4f Ap-19, 
P 
= R. 
En reportant ces resultats dans (5.13), on obtient 
TfT,u = c(S,-,fS,-,g + Sp-4g(Sp-1 - sp-,)f)Apu + R 
P 
= c(s,-,fS,-,g + s,-,f(S,-, - &-4)g + Sp-4g(Sp-1 - sp-,)f)QL + R. 
P 
Cette expression &ant symetrique en f et g, elle est aussi vCrifiCe par TsTp, ce qui 
acheve la demonstration du lemme. 0 
11 ne reste plus qu’a traiter le cas de R(w). 
Le Lemme 2.3 assure que les termes Ta,~,,a,~d et djR(vj, Tzya&w) sont du type R’. 
Mais pour traiter les termes djTxytd;R(v3, w) et Tx~&T~,~v~, les lemmes de la partie 2 
sont insuffisants. 
On commence par faire un decoupage dyadique : 
en remarquant que le terme general est a frequences dans des boules dyadiques. 
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On utilise ensuite une formule, provenant de [Chl], qui decrit l’action d’un parachamp 
sur un produit, et qui s’apparente B la formule de Leibniz pour la derivation. 
PourqE Nu{-l}etql ENu{-l},posonsA,,,, = ([q1-1~~~-2]~[y-2,q1-l])nZ. 
On definit egalement, pour % E {1,2}, cp,(() = [,cp([), xi([) = E;x(c) et des operateurs 
A,.,, par : 
A,,,, = 0 si p < -2, 
k-1 = x;(D). 
A;.,, = (P~(~-~D) si p 2 0. 
On a alors : 
Par ailleurs, TxLdiA,s9 = A,T,vG + [T.ys, A,]&vJ. Done, d’apres (2.1 l), 
De meme, 
II 
TX7 &&w 
II L" 
< C2-f~(“-‘)(llT~~wllR~~I +IIVWII-~IIVXII~~~I). Finalement, 
II T.y~t)i(Aq~,J&w) L” 5 ~2-““(ll41174J-%r: + II4lollT~-~h3s + II4I1IIT.4IB~~~~ ). 
Pour estimer (IT-7iwlls, nous utiliserons le lemme suivant : 
LEMME 5.4. - Soit s < 1, a E [l, co], X un chump de vecteurs ri coeflcients duns Bz 
et 11 un champ de vecteurs d divergence nulle et 6 cot$ficients dans Ci(Wd). Soit w le 
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rotationnel de v. On suppose que T-yw E Bi-‘(F!‘). Al ors il existe une constante C ne 
d&pendant que de s, et telle que 
De plus, si Vv E L”(IWd), alors on a 
(5.16) llX(~, 0)~1ll~~ I C(IIX(z, D)w(\,~-~ + II divXI/,, l1410 + IIVvIIL- llxll~: ). 
DLmonstration. - Dans le cas d = 2, on a v = VIA-tw, done Tayu = T\-h-‘w avec 
A-l = VlA-‘(1 - x(D)). D’ou 
T<~v = hVITxw + [T.yT, A-‘]i),W. 
Notons que A-’ est un operateur pseudo-differentiel homogene de degre -1 au sens du 
Lemme 2.4. I1 suffit d’appliquer (2.9) et (2.13) pour obtenir (5.15). L’inCgalitC (5.16) 
resulte alors du Lemme 2.5. Dans le cas d > 3, w est une matrice antisymetrique et, en 
changeant un peu la definition de A, la demonstration precedente reste valable. fl 
Finalement, on a done montre que 
(5.17) /I~~~~,i?iR(~,j,~)ll~-~ 5 C(llvlI,(lIT~wll~~-1 + lIXll~+llo))~ 
En tcrivant T,y? 8iT~JwT~’ = c T,~X8i(S,-ld,un,Vj) (le terme general est cette fois-ci 
dans des couronnes dyadiques), et en remplaCant A,w par Sq-l8,jw dans (5.14), on obtient 
une estimation analogue a (5.17). 
En revenant a la relation (5.2), on obtient finalement 
(5.18) 
IIP’x- at + 71. %4L-~ 5 C(II4(IITx-4~~-~ + IIXIIB: 1141,) + IlWIc= II~IIB~ ll4,)~ 
Ce n’est pas tout a fait l’estimation voulue. Pour obtenir une estimation qui ne fasse 
intervenir que le gradient de v, il faut faire un decoupage en basses et hautes frequences 
de U. Soit done 2 E Cr(Rd) valant 1 p&s de 0 et telle que 5’0 = Sax(D). On pose 
‘u = X(D)V et ‘IU = 71 - U. En revenant a la decomposition (5.2), on a 
La partie hautes frequences vCrifie l’estimation (5.1). Pour le voir, il suffit d’utiliser les 
estimations (5.18) et (2.9). 
Traitons maintenant la partie basses frequences. On notera R” toute expression verifiant 
lIR”IlB,5-~ L C( (IT;rcwll~;-~ I(v+ + b%; IIWllollv%-). 
Notons que, si 2 est a support suffisamment petit, on a 
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Par ailleurs grtice h (5.Q le terme C,(U) est du type R”. On a done 
[TX, at + u.V]w = C,(u) + G(u) + T&(72, i3jW) - ajR(wi* 7-p&w) + R”. 
11 ne reste plus qu’8 isoler la partie principale des difftkents termes, soit : 
= 1 s,-l( uc9y+~ajxi)Aya~w, 
Y 
= CuiSy-li3,XiAyd,w + C Ay~~~[Sy-1,~‘]Sy+li-?iX~, 
Y 9 
E 
c uiSy-ldiXiAyi3iw + R”, 
Tu3Ta,xdiw = c Sp-luiAp(Sy-,~jXiAydiw), 
= E dSy-IdjXidiAyw - C U’S1 (Sy-18jXidiAyw). 
4 P 
On en dCduit que 
(5.19) Cl(u) = C ~‘5’1 (Sy-18jXidiAyw) + R”. 
Y 
On montre facilement que 
(5.20) TxtT,,didjw = C Sp-lXiA,(ddidiAyw), 
P&21 
(5.21) T,,TxtdidjW = C uiSy-lXididjAyw - C uiS1(Sy-lXiAy@;diw). 
Y Y 
On a TxtdiR(d, 8iw) = TX% R(diU’, i3jw) + Txt R(u’, aik’iw), done 
(5.22) TxtaiR(u’, 8iw) = C Sp-lX”Ap(~‘Sldidj~) + R”. 
(5.23) $R(d, Tdytdiw) = c ZL%?~,S’~ (Sy-lXidiA,w). 
En regroupant les relations (5.19) h (5.23), on trouve 
[TX, & + u.V]W = C Sy-lXiAy (UididjApw) - C uiSy-lXididjAyw + R”, 
P,Y 9 
= 
c Sy-lXi[Ay, u’]aidjApw + R”, 
= ;,“/. 
Comme de plus IIV'T.& 5 CIIVwllo et IIVuIILm < CIIVvIILm, la partie basses frhuences 
vhifie aussi (5.1). 0 
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